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　　摘　要 :　本文基于树和有限状态机系统地推导了低密度校验码 (LDPC)置信传播译码算法中的消息修正公式 ,

引入了连续消息空间的概率测度 ,推导了常见二元对称信道输出分布和迭代过程中消息密度进化的计算公式 ,讨论了

算法性能的参数化估计.这种计算分析工具可以用于独立于信道的算法收敛性分析 ,有助于设计 LDPC码 ,有助于分

析 LDPC码译码器的量化效应并实现快速译码方案 ,使其获得在实时通信系统中的应用.
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Abstract :　Formulas for updated rules of the belief propagation algorithm applied to low density parity check (LDPC) codes are

systematically derived based on the tree and the finite state machine (FSM) . The probability measure on the continuous message space

is introduced to evaluate the evolution of message densities within iterative decoding rounds ,and derivations of the output distributions

of common binary symmetric channels and the message density evolution are given in detail. The parameterized estimation of the per2
formance of the algorithm is also discussed. The analytic and calculable means can be used to make systematical analysis for the con2
vergence of BP algorithms independent of channels ,and can be of help in designing LDPC codes and analyzing quantization effects for

the fast decoding on the purpose of practical applications of LDPC codes to real2time communication systems.
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1　引言
　　和积算法是基于因子图为专家系统开发的一种概率推理

算法[1 ] .因子图中 ,函数节点对每一个相邻变量节点由其他相

邻变量节点求和计算边界消息并传递至该变量节点 ,变量节

点对每一个相邻函数节点将其他相邻函数节点传递的边界消

息求积后传递至该函数节点 ,从而调整函数节点的边界计算.

消息空间及“和”、“积”运算构成一个半环.引入不同的半环 ,

和积算法可以演化为多种常见算法 ,包括贝叶斯 (Bayesian)网

络的 Pearl置信传播算法、快速傅立叶变换算法、前向/后向算

法、Turbo迭代译码算法[2 ]、维特比算法以及低密度校验码

(LDPC)的大数判决译码算法.纠错码译码中的消息空间总是

基于概率测度而定义的 ,这时 ,和积算法也称为置信传播

(BP)算法.

本文以最大似然测度 (measure)引入对数量度 (metric)的

连续消息空间 ,系统地分析了低密度校验码置信传播译码算

法中的消息传递方式及修正公式 ,推导了迭代过程中消息密

度的进化.关于离散消息的讨论参见文献[3 ,4 ] .

2　消息传递与计算
　　设二元码元符号{ 0 ,1}映射为双极信道符号{ + 1 , - 1}后

由二元输入信道传输 ,信道输入集和信道输出集分别由 X和

Y表示.设随机变量 x ∈X和 y ∈Y,软判决译码器基于 y 以

最大似然测度μML ( x) ≡p ( y | x) 计算对数似然比量度 log

( p + 1/ p - 1) ,其值域由 A 表示.其中 , ( p + 1 , p - 1 )是节点比特

值{ + 1 , - 1}的概率密度[2 ] .在不致混淆的情况下 ,同构空间

{0 ,1}和{ + 1 ,1}及其概率密度 ( p0 , p1)和 ( p + 1 , p - 1)在文中将

等价应用.

正则二元 LDPC码 ( n , dv , dc)的码长为 n ,设计码率为 R

≡1 - dv/ dc .因子图表示中 ,每个变量节点具有 dv 条入射边 ,

每个校验节点具有 dc 条入射边.离散无记忆对称信道模型

下 ,当译码与传输码字无关时 ,译码错误独立于传输的码字.

本文不失一般性地假设编码器输出为全零码字 ,即信道传输

全 1码字 .

概率密度 ( p0 , p1)可以等价表示为变换度量Δp = p0 - p1

和 m = log( p0/ p1) ,且
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m = log
1 +Δp
1 -Δp

(1)

Δp =
em - 1
em + 1

= tanh
m
2

(2)

设 M表示置信传播迭代译码过程中进化的对数似然比

消息空间.显然 ,初始消息空间 A Α M.

图 1　消息传递的局部子树

图 2　校验关系的 FSM表示

迭代初始化主要由信道接收值按映射φ(0)
: R→A 计算

初始消息 u0 ,并传递给变量节点.每轮迭代包括校验消息传递

和变量消息传递两个阶段.在第 l轮迭代中 ,校验消息由映射

函数φ( l)
c : M ( d

c
- 1) →M形成 ,传递给变量节点 ;变量消息由映

射函数φ( l)
v : A×M ( d

v
- 1) →M形成 ,传递给校验节点 ,用于下

一轮校验消息计算.完成预定次数的迭代后 ,算法终止于变量

消息传递.图 1的理想局部树图描述了消息的计算和传递过

程 ,这里没有考虑并行边和短循环路径.

给定序偶 ( x0 , z0) ,每一个校验节点 z ∈{ z1 , ⋯, zd
v

- 1}要

传递给 x0的消息 u ,由各自的孩子变量节点在上次迭代中传

递来的消息进行计算. z 与其相邻变量节点的约束关系可用

图 2所示的有限状态机描述[2 ] .这是一个一阶马尔可夫源 ,状

态空间为 GF(2) ,初始状态为零状态 ,部分校验和为转移状

态 ,转移分支标识 bj∈B j为 3重 ( sj - 1 , xj , sj) ,且| B j| = 4.对 bj

引入半环 ( R + , + ,·)作概率测度 ,“+”和“·”分别表示非负实

数环 R +上的实数加法和乘法运算.不同时刻 k < l的一对状

态 sk和 sl之间 ,每条路径的路径值为其级连分支测度值的乘

积 ,所有路径值之和称为该状态对的流值 (flow) .每个二元变

量 xj表示相应变量节点对应的码元比特 ,且 sj = sj - 1 + xj =

∑j
k = 1 xk .设当前校验节点 z = sd

c
,消息 u为

　　u ≡log
P( sd

c
= 0| x0 = 0)

P( sd
c

= 0| x0 = 1)
= log

P( sd
c

- 1 = 0)

P( sd
c

- 1 = 1)

= log
P(∑

d
c

- 1

j =1
xj = 0)

P(∑
d

c
- 1

j =1
xj = 1)

(3)

其中 :第二个等式的分子和分母分别为流值ρ( s0 , sd
c

- 1 = 0)

和ρ( s0 , sd
c

- 1 = 1) ;第三个等式的分子和分母正好是随机变

量{ xj : j = 1 , ⋯, dc - 1}和为 0、1的概率分布律 ( P0 , P1) ,可以

由各个随机变量的概率分布律卷积计算.设ΔP = P0 - P1 ,

Δpj为 xj概率密度的变换表示 , vj为 xj 的发送的消息 ,结合式

(1)和 (2) ,得下列等价的计算式 [4 ,5 ] :

ΔP = ∏
d
c

- 1

j =1

Δpj (4)

u = log
1 + ∏

d
c

- 1

j = 1
Δpj

1 - ∏
d

c
- 1

j = 1
Δpj

(5)

tanh
u
2

= ∏
d
c

- 1

j =1

tanh
vj

2
(6)

变量节点 x0向校验节点 z0传递的消息 v ,由其它 dv - 1

个校验节点{ z1 , ⋯, zd
c

- 1} ,在阶段 1 传递来的消息{ u1 , ⋯,

ud
v

- 1}及变量节点 x0的初始消息 u0计算如下 :

v ≡log
P( x0 = 0| { zi = 0} )

P( x0 = 1| { zi = 0} )
= log

P( x0 = 0) P({ zi = 0} | x0 = 0)

P( x0 = 1) P({ zi = 0} | x0 = 1)

= log
P( x0 = 0) ∏P( zi = 0| x0 = 0)

P( x0 = 1) ∏P( zi = 0| x0 = 1)
= ∑

d
v

- 1

i =0

ui (7)

迭代终止后 ,作如下判决 :

x̂j = sign ∑
d
v

i =0

uji , j = 1 ,2 , ⋯, n (8)

其中 : uji , i = 1 , ⋯, dv ,表示变量 xj的所有 dv 个相邻校验节点

传递的消息 ; uj0表示变量 xj的初始消息.

3　消息空间的测度与密度进化

　　引入消息空间 A和 M的勒贝格 (Lebesgue)概率测度空间

∏A 和∏M .校验消息传递和变量消息传递将导致如下的测度

空间进化 :

Ψ( l)
e : ∏

d
c

- 1

M
→∏M

(9 a)

Ψ( l)
v : ∏A

×∏
d

v
- 1

M
→∏M

(9 b)

连续消息空间的概率测度用概率密度函数表示 ,简称密

度.测度空间的进化由密度进化反映.消息密度的进化直接受

到初始消息密度的影响 ,所以取决于信道模型的初始消息密

度也称为先验密度.

图 3反映了在一轮迭代中消息空间及其测度空间的进化

过程.在第 l轮迭代中 , P( v)是输入消息密度 ,它在 l = 1时表

示初始消息密度 ; R ( u)是校验节点传递的消息密度 ,是输入

消息的函数φ( l)
c 的密度 ; Q ( v)是变量节点传递的消息密度 ,

是校验消息的函数φ( l)
v 的密度 ,也是本次迭代完成的进化密

度 ,它将作为下一轮迭代的输入密度.

定理 1　设随机变量 X具有密度 f X ( x) , - ∞< x < + ∞.

Y= g ( X) ,函数 g ( x)为严格单调函数 ,则随机变量 Y的密度

为

f Y ( y) =
f X ( h ( y) ) | h′( y) | ,α< y <β

0 , 　　其它
(10)

其中 :α = min { g ( - ∞) , g ( + ∞) } ;β = max { g ( - ∞) ,

g ( + ∞) } ; h ( y)为 g ( x)的反函数.
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图 3　第 l轮迭代的密度进化过程

设信道输入为 + 1.转移概率为δ的 BSC信道下 ,正确初

始消息等于 log[ P( + 1| + 1) / P( + 1| - 1) ] = log[ (1 - δ) /δ] ,

其概率为 1 -δ;错误初始消息等于 log[ P ( - 1| + 1) / P ( - 1|

- 1) ] = log[δ/ (1 -δ) ] ,其概率为δ,所以先验密度函数为

P(0)
RSC ( v) = (1 -δ)Δ v - log

1 -δ
δ +δΔ v + log

1 -δ
δ

(11)

其中Δ( x)为单位冲激函数.

对于均值为 0和方差为σ2的 AWGN信道 ,信道输出 x的

密度为 P( x) = exp{ - ( x - 1) 2/ 2σ2} / 2πσ,应用定理 1 ,求得

初始消息 u0 = (2/σ2) x的密度函数为

P(0)
AWGN ( v) =

σ

2 2π
exp

- ( vσ2/ 2 - 1) 2

2σ2 (12)

为便于计算 ,消息空间再次变换.Δp∈( - 1 , + 1)分解为

符号与绝对值两个部分[3 ] ,表示为序偶 (lgsgnΔp , - log|Δp| )

∈GF(2) ×R + ,其中 lgsgnΔp = (1 - sgn (Δp) ) / 2.Δp = 0时应

予以单独考虑 .式 (4)变换后 ,并将式 (2)代入得[3 ,4 ] :

　　 lgsgn(tanh
u
2

) , - log tanh
u
2

　　　= ∑
d
c

- 1

j =1

lgsgn(tanh
vj

2
) , - ∑

d
c

- 1

j =1

log tanh
vj

2
(13)

其中 ,第一个分量的加法基于 GF(2) ,第二个分量的加法基于

实数域.消息空间的变换导致其测度密度的相应变换.

消息变换函数 y = - log| tanh ( v/ 2) | ∈R + ,在 v > 0和 v

< 0两个区间内分别严格单调 ,变换与反变换具有对称的函

数形式.对数似然比 v > 0时 ,变换对为 y = - log[ tanh ( v/ 2) ]

和 v = - log[tanh ( y/ 2) ] ;当 v < 0时 ,变换对为 y = - log[ tanh

( - v/ 2) ]和 - v = - log[tanh ( y/ 2) ].设变换空间 GF (2) ×R +

的密度为 PY = ( P0
Y ( y) , P1

Y ( y) ) ,其中 P0
Y ( y) = PY (0 , y)和

P1
Y ( y) = PY (1 , y)分别对应 v > 0和 v < 0两种情况 .已知对数

似然比消息密度 PM ( v) ,应用定理 1 ,变换消息 y > 0的密度

PY为[4 ]

P0
Y ( y) =

1
sinh y

PM - log tanh
y
2

(14 a)

P1
Y ( y) =

1
sinh y

PM log tanh
y
2

(14 b)

若已知变换消息密度 PY ,则对数似然比消息的密度为

PM ( v) =

1
sinhv

P0
Y - log tanh

v
2

, v > 0

1
sinh ( - v) P1

Y - log tanh
- v
2

, v < 0

(15)

其中 , sinh x = ( e2 x - 1) / 2 ex .

式 (13)表示在变换空间 GF(2) ×R +上 ,校验消息是函数

φ( l)
c 的 dc - 1个独立同分布的输入消息之和 ,所以其密度 RY

= ( R0
Y ( y) , R1

Y ( y) )是 dc - 1 个相同输入变换密度 PY 的卷

积 ,即 RY = ª d
c

- 1 PY ,其中 ª为卷积运算符 , PY由对数似然比

输入消息的密度 P( v)按式 (14 a)和 (14 b)变换得到.卷积运算

在进行傅立叶变换后转换为乘积运算.空间 GF(2) ×R +上的

函数 PY的傅立叶变换 F( RY)为 :

FP[ s ,0 ] = L0
P ( s) + L1

P ( s) (16 a)

FP[ s ,1 ] = L0
P ( s) - L1

P ( s) (16 b)

其中 L0
P ( s) = L [ P0

Y ( y) ]和 L1
P ( s) = L [ P1

Y ( y) ]是拉普拉斯变

换 ,即傅立叶变换域为实数域.设第 l - 1轮迭代结束后变量

节点传递的对数似然比消息密度为 P
( l - 1)

,空间 GF(2) ×R +

上消息密度相应为 P( l - 1)
Y ,则第 l 轮迭代中在 GF (2) ×R +空

间上校验消息的密度 R
( l)
Y 的傅立叶变换 F( R

( l)
Y )的计算式为

F( l)
R [ s ,0 ] = [ L ( l - 1) ,0

P ( s) + L ( l - 1) ,1
P ( s) ] d

c
- 1 (17 a)

F
( l)
R [ s ,1 ] = [ L

( l - 1) ,0
P ( s) - L

( l - 1) ,1
P ( s) ] d

c
- 1 (17 b)

该式计算结果经傅立叶逆变换得 R ( l)
Y ,再由式 (15)计算出对

数似然比消息空间上校验消息的密度 R
( l) ( u) .

如式 (7)所示 ,变量节点传递的消息 v是该节点的初始消

息 u0与函数φ
( l)
v 的其它 dv - 1个独立同分布输入消息{ ui}之

和 ,所以其密度 Q ( v)是先验密度 P(0) ( u)和 dv - 1个相同密

度 R ( u)的卷积 ,即 Q = P(0) 3 ( ª d
v

- 1 R) .第 l轮的密度Q ( v)

就是该轮迭代结束后所有变量节点传递的 ndv 个同分布消息

的密度 P
( l) .应用傅立叶变换对 ,求得第 l轮迭代结束后的消

息密度为[4 ]

P( l) = F - 1 [ F( P(0) ) F( R ( l) ) d
v

- 1 ] (18)

4　密度估计的参数化

　　置信传播算法的收敛性反映于消息空间分布密度向正确

消息集中.随着迭代次数的增加 ,每轮迭代后因子图中传播的

不正确变量节点消息的比例应该逐渐趋于 0 ,使译码器高概

率正确译码.许多信道模型可以用一个特征参数来描述 ,如

BSC信道的错误转移概率δ和零均值 AWGN信道的均方差

σ.先验密度是信道特征参数的函数 ,先验密度直接影响着密

度进化.

给定一个 ( n , dv , dc)码 ,密度函数是信道特征参数的单调

增函数[4 ] ,存在一个极值α3 ,当信道特征参数αΦα3时 ,算

法高概率收敛.极值α3就定义为置信传播算法的容量.

给定信道特征参数α,译码器容量也是编码参数的函数.

文[3 ]给出了几种正则 LDPC码在 BSC 信道下消息空间为

GF(2)时的译码器容量.

上述消息密度的分析基于无循环路径的树图 ,但是当码

长足够大时 ,译码器统计平均性能一致收敛于译码器容量.一

方面 ,若信道参数αΦα3 ,给定足够大的码长 ,当迭代次数趋

于无穷次时 ,任意 ( n , dv , dc)码均可以实现信息的可靠传输.

另一方面 ,设定预期译码错误概率 ,经过相应的迭代次数后 ,
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当码长 n较大时 ,任意 ( n , dv , dc)码的性能按码长 n指数地

依概率 1界定在该译码错误概率内 [4 ,6 ] .

给定设计码率 RC ,使信道容量 C = RC的信道特征参数

上限αC就是该码率下的 Shannon限.译码器容量α3与信道特

征参数具有同样的量纲 ,它与上限αC之间的差异能够表征设

计的码性能与 Shannon限之间的距离.

设 N0 = 2σ2
C为零均值 AWGN信道的单边噪声功率谱密

度 ,调制幅度为 x0 = ±1 ,则比特信噪比的 Shannon限为 Eb/ N0

= x2
0/ 2 RCσ2

C .译码器容量σ3与极限参数σC之间的距离定义

为ΔS ≡20log10 (σC/σ3 ) dB.表 1给出了几种正则 LDPC码的置

信传播译码器容量及其与 Shannon限的距离[3 ,4 ] .

上述密度进化分析基于绝对连续条件.实施计算时 ,需要

对消息及其密度同时进行量化处理 ,并应用 FFT技术.表 1的

结果是基于均匀量化得到的 ,性能不是最佳.若对消息空间采

用基于消息密度的合理非均匀量化方案 ,能够改进译码性能 ,

使译码器容量进一步接近 Shannon限.

表 1　AWGN信道下译码器容量及其与 Shannon限的距离

dv dc RC σ3 σC Eb/ N0 (dB) ΔS (dB)

3 6 015 0188 01979 01184 01926
4 8 015 0183 01979 01184 11434
5 10 015 0179 01979 01184 11863
3 5 014 1100 11148 - 01230 11199
4 6 01333 1101 11295 - 01484 21159
3 4 0125 1126 11549 - 01790 11794

5　结论

　　本文在对数似然比消息空间上 ,基于树和有限状态机对

低密度校验码置信传播译码过程进行了系统的分析 ,推导了

迭代译码中的消息密度进化 ,讨论了置信传播算法性能的参

数化估计.应用这种方法可对译码算法收敛性作出独立于信

道的系统分析 ,使码性能的估计不只局限于计算机仿真.对于

设计和评价 LDPC码及其量化译码方案 ,使 LDPC码在保证较

高编码增益时可以实现快速译码 ,获得在实时通信系统中的

应用 ,这是一个非常有用的理论和实用工具.它可以直接用于

非正则 LDPC的分析[6 ] ,还可以推广至 Turbo迭代译码算法的

分析.目前 ,密度进化理论及其高斯逼近已经成功地应用于容

量逼近的低密度编码设计以及 Turbo码分析中.但是 ,如何将

密度进化分析应用于非均匀量化译码方案设计以及衰落信道

等多特征参数信道下的算法性能分析 ,还有待于进一步研究.
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